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Розв’язана задача визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторів 
за розміщення полюсів передавальної функції лінійної одно контурної системи 
автоматичного керування для заданої множини об’єктів керування. 
На відміну від відомих методів, де задача пошуку оптимальних налашту-
вань ПІД-регулятора формується як задача нелінійного програмування, у даній 
роботі аналогічна задача зводиться до розв’язання системи лінійних алгебраї-
чних рівнянь. 
Розроблений метод ґрунтується на узагальненій теоремі Вієта, яка вста-
новлює взаємозв’язок між параметрами і коренями характеристичного рів-
няння системи автоматичного керування. Показано, що для об’єктів керування 
з передавальними функціями першого і другого порядків задача визначення па-
раметрів налаштування ПІД-регуляторів має однозначний розв’язок. Для 
об’єктів керування з передавальними функціями третього і вище порядків сфо-
рмована задача зводиться до розв’язання перевизначеної системи лінійних ал-
гебраїчних рівнянь, яка має однозначний розв’язок, коли виконуються умова 
теореми Кронекера-Капеллі.  
Виконання такої умови можна добитись шляхом певного розміщення од-
ного із коренів характеристичного рівняння системи на комплексній площині. 
При цьому не завжди будуть виконані вимоги щодо якісних показників систе-
ми. Тому запропоновані альтернативні способи визначення параметрів налаш-
тування ПІД-регуляторів. Перший із них дає змогу визначити параметри на-
лаштування як псевдо розв’язок перевизначеної системи лінійних алгебраїчних 
рівнянь, а другий визначає такий розв’язок, для якого величина максимальної 
нев’язки для системи рівнянь є мінімальною. 
Для кожного випадку, який використаний для визначення параметрів на-
лаштування ПІД-регуляторів, визначені такі показники процесу керування як 
перерегулювання і час регулювання. 
Ключові слова: автоматичне керування, ПІД-регулятор, система рівнянь, 
параметри налаштування, показники якості процесу. 
 
1. Вступ 
Задача синтезу системи автоматичного керування конкретним об’єктом є 
однією із найважливіших при їх проектуванні. Метою синтезу є створення такої 
системи, яка б відповідала певним вимогам, а саме: система повинна бути стій-







Синтез системи можна здійснювати за допомогою як частотних, так і часо-
вих методів.  
Частотні методи синтезу ґрунтуються на використанні частотних характе-
ристик таких як діаграми Боде, Найквіста або побудованих у полярних систе-
мах координат. Вони дають змогу синтезувати корегуючі пристрої з метою до-
сягнення певних показників якості процесу керування такі як максимальне зна-
чення амплітуди частотної характеристики, резонансна частота, смуга пропус-
кання та запас стійкості по амплітуді і фазі. 
Методи синтезу систем у часовій області дають змогу оцінити показники 
якості системи за її перехідною характеристикою, яка залежить від розміщен-
ням нулів і полюсів передавальної функції системи. 
Синтез системи автоматичного керування передбачає не тільки вибір її 
структури, але й визначення її параметрів, у першу чергу, параметрів налашту-
вання ПІ- і ПІД-регуляторів. 
Отже, визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторрів за розмі-
щенням полюсів на комплексній площині є актуальною, оскільки дає змогу зве-
сти задачу до розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 
 
2. Аналіз літературних даних і постановка проблеми 
ПІД-регулятори є найпоширенішим серед всіх типів регуляторів. На тепе-
рішній час до 90–95 % регуляторів, які експлуатуються, використовують ПІД-
алгоритми керування [1]. Така висока популярність ПІД-регуляторів зумовлена 
простотою побудови, низькою вартістю та їх придатністю для розв’язання бі-
льшості практичних задач. 
Стійкість системи автоматичного керування та якість процесу керування в 
значній степені залежить від параметрів налаштування ПІД-регулятора.  
Однією з перших робіт, яка була присвячена розв’язанні задачі визначення 
параметрів налаштування ПІД-регуляторів, була робота [2]. Суть методу Цігле-
ра-Нікольса у тому, що за перехідною характеристикою об’єкта, визначали два 
параметри L і R. Для їх визначення на кривій розгону визначали точку перегину 
і через неї проводилась пряма лінія, що є дотичною до кривої розгону. Така 
пряма відсікала від осі абсцис значення L, а кут нахилу до цієї ж осі визичав ве-
личину R. Метод Ціглера-Нікольса можна застосовувати лише для обмеженого 
класу об’єктів і він у значній мірі є суб’єктивним щодо визначення параметрів 
L і R. Подальші дослідження щодо розв’язання проблеми пошуку оптимальних 
параметрів налаштування ПІД-регуляторів велись у двох напрямках – у часо-
вій [3], і частотній областях [4]. 
Характерною особливістю робіт [3] та [4] є те, що задача визначення опти-
мальних параметрів налаштування ПІД-регуляторів сформована як задача нелі-
нійного програмування. Крім того автори обмежились об’єктами з передаваль-
ними функціями першого порядку із запізненням. 
Метод визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторів у часовій 
області ґрунтується на мінімізації функції середньоквадратичної похибки керу-
вання [5]. Отримані в такий спосіб параметри налаштування ПІД-регулятора, як 







дні процеси в такій системі мають коливний характер, інтенсивність затухання 
яких в більшості випадків є незадовільною. Тому в критерій оптимальності 
приходиться вводити додаткову складову за швидкістю зміни похибки керу-
вання з певним ваговим коефіцієнтом, вибір значення якого здійснюється на 
основі інтуїції дослідника з наступним проведенням багаторазових машинних 
експериментів.  
Задача визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторів у часовій 
області є нелінійною задачею оптимізації і для її розв’язання застосовують ге-
нетичні алгоритми [6], нейромережеві технології [7] та, так званий, алгоритм 
розмноження бактерій [8] (Bacterial Foraging Optimization Algorithm, BFOA- ал-
горитм), який запропонований авторами роботи, [9]. 
Застосування такої кількості алгоритмів пошуку мінімуму середньоквадра-
тичної похибки керування свідчить про складність розв’язання поставленої за-
дачі, яка ще більш ускладнюється при врахуванні обмежень на параметри на-
лаштування ПІД-регуляторів. 
Другий напрямок визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторів 
ґрунтується на використанні частотних характеристик систем автоматичного 
керування. Серед методів, які використовуються, найбільш поширеними є ме-
тод розширених амплітудно-фазових характеристик [10] та метод визначення 
параметрів налаштування ПІД-регуляторів за допомогою звичайних частотних 
характеристик [11]. Недоліком частотних методів є те, що вони є графо-
аналітичними, що спричиняє певні труднощі при їх машинній реалізації. 
Пропонується метод визначення параметрів ПІД-регуляторів за розміщен-
ням полюсів передавальної функції замкненої системи автоматичного керуван-
ня на комплексній площині, що дає змогу звести задачу до знаходження 
розв’язку системи лінійних алгебраїчних рівнянь.  
Частково задача розрахунку параметрів налаштування ПІД-регулятора за 
розміщенням полюсів передавальної функції системи автоматичного керування 
розглядалась у роботі [12] для процесу сепарації нафти.  
Таким чином, проблема визначення параметрів налаштування ПІД-
регуляторів залишається актуальною, про що свідчать численні публікації. Ме-
тоди і алгоритми, які пропонують автори, зводяться до розв’язування задач не-
лінійного програмування, що накладає певні обмеження на клас математичних 
моделей, які описують динаміку об’єктів керування. У той же час, у наукових 
публікаціях мало уваги приділяється методам, які ґрунтуються на визначенні 
параметрів налаштування ПІД-регуляторів за розміщенням коренів на комплек-
сній р-площині. 
 
3. Мета та задачі дослідження 
Метою роботи є розроблення методу визначення параметрів ПІД-регуляторів 
за розміщенням полюсів на комплексній площині (р-площині) передавальної фун-
кції одноконтурної системи автоматичного керування. Це дасть змогу розробити 
ефективні алгоритми визначення параметрів налаштування ПІД-регуляторів для 
заданої множини передавальних функцій об’єктів керування. 






– сформувати концепцію визначення параметрів налаштування ПІД-
регуляторів для об’єктів керування з передавальними функціями до третього 
порядку включно;  
– розробити процедуру визначення параметрів налаштування ПІД-
регуляторів, орієнтовану на заданий клас передавальних функцій об’єктів керу-
вання.  
 
4. Матеріали та методи дослідження 
Розглядається одноконтурна система автоматичного керування (рис. 1), яка 
має у своєму складі об’єкт керування з передавальною функцією Wоb(p) і керу-




Рис. 1. Одноконтурна система автоматичного керування 
 
























           (1) 
 
а регулятор має таку передавальну функцію: 
 
  01 2 .cl
C
W p C C p
p
              (2) 
 
У (1), (2) прийняті такі позначення: ai, 0, ;i n  bj, 0,j m  – параметри пе-
редавальної функції об’єкта; C0, C1 і C2 – параметри налаштування регулятора.  
Крім того допускаємо, що n<m. 
Передавальна функція розімкненої системи (рис. 1) буде такою: 
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5. Результати розробки методу визначення параметрів налаштування 
ПІД-регуляторів  
5. 1. Концепція визначення параметрів налаштування ПІД-
регуляторів 
Знаючи передавальну функцію Wоs(p) розімкненої системи знаходимо пе-
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        (4) 
 
де βj=bm–j, 0, ;j m  αi=αn–i, 0, .i n  
У знаменнику передавальної функції Wyu(p) маємо добуток двох поліномів. 
Множення двох поліномів зводиться до знаходження добутку їх 









   0, 2,k m            (5) 
 
де C3=C4=...=Cm+2=0; βm+1= βm+2=0. 
Отже, 
 
0 0 0;s С   
 
1 0 1 1 0;s С С     
 
2 0 2 1 1 2 0;s С С С       
 










1 1 2 1;m m ms С С      
 
2 2 .m ms С    
 
Таким чином, знаменник передавальної функції (4) – це сума двох поліномів 
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З врахуванням значень Q1(p) і Q2(p) знаходимо, що 
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Характеристичний поліном (6) запишемо за спаданням степенів 
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де π0=αn; π1=αn–1; …; πn–m=αm ; πn–m+1=sm+αm-1…; πn=s1+α0; πn+1=s0. 
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Для співвідношення (8) повинна виконуватись умова: 
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1i n i n is        при 0, 1.i n                  (10) 
 
Допускаємо, що серед коренів характеристичного полінома (7) p1, p2, …, 
pn+1 немає кратних. 
Тоді у відповідності з теоремою Вієте будемо мати таку систему співвід-
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У системі рівнянь (11) його праві частини є функціями параметрів налаш-
тування регулятора, що дає змогу так підібрати значення C0, C1 і C2, щоб якість 
процесу керування відповідала певним критеріям. 
При цьому будемо виходити із таких міркувань. Для того, щоб система ав-
томатичного керування (рис. 1) була стійкою необхідно і достатньо, щоб всі 
корені характеристичного рівняння (6) належали б лівій напівплощині p-
площини (комплексній площині коренів). 
Тому, по-перше, значення C0, C1 і C2 повинні бути такими, щоб забезпечи-
ти стійкість системи; по-друге, система повинна володіти бажаними властивос-
тями [14] – ступенем стійкості η і коливальністю µ. 
Ступінь стійкості визначає найближчий лівий дійсний корінь до уявної 
осі – min Re ,k
k
p   1,2, , .k n  Позначимо найближчий лівий комплексно-












У загальному випадку, при виконанні умови n<m, характеристичний полі-
ном (6) системи автоматичного керування має n+1 простих коренів. Тому, у від-
повідності зі співвідношеннями (11), матимемо систему лінійних алгебраїчних 
рівнянь, розмірність якої n+1. Така система вміщує три невідомих C0, C1 і C2, 
тобто система рівнянь (11) відноситься до класу перевизначених рівнянь [15]. У 
тому випадку, коли характеристичний поліном керованого об’єкта має другу 
степінь, тоді система рівнянь (11) є системою другого порядку з трьома невідо-
мими. Така системи є недовизначеною [15]. І лише для характеристичного полі-
нома другого порядку маємо систему із трьох рівнянь з трьома невідомими.  
Якщо утворити матрицю A із коефіцієнтів при невідомих у системі рів-
нянь (11), то ранг такої матриці 
 
   rang min 1, 3 ,A n                     (12) 
 
де матриця A має розмір (n+1)×3.  
Матриці, для яких виконується умова (12), є матрицями повного ран-
гу [15]. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь з матрицями повного рангу для 
n=1 є неодовизначеною і завжди сумісна, але не має єдиного розв’язку. Якщо 
n=2, то для неособливої матриці A, матимемо єдиний розв’язок. Перевизначена 
система (n>3) сумісна лише у тому випадку, коли виконуються умова теореми 
Кронекера-Капеллі [16], тобто повинна мати місце така рівність: 
 
    rang rang ,A A B                   (13) 
 
де B – вектор вільних членів правих частин системи рівнянь (11). 
 
5. 2. Процедура визначення параметрів налаштування ПІД-
регуляторів, орієнтована на заданий клас передавальних функцій об’єктів 
керування  
5. 2. 1. Передавальна функція об’єкта першого порядку 












де k – коефіцієнт передачі;  
T – постійна часу об’єкта. 
Динамічні властивості регулятора характеризує передавальна функція (2). 
У випадку, що розглядається передавальна функція замкненої системи 
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За формулою (5) знаходимо: s0=C0β0; s1=C1β0; s2=C2β0. Оскільки βj=bm–j, 
ai=an–1, де m=0, n=1, то β0=b0=k; a0=a1=1, a1=a0=T. 
Враховуючи те, що n=1, то степінь характеристичного полінома, дорівню-
ватиме двом. Отже, 
 
  20 1 2.Q p p p                          (15) 
 
Виходячи з того, що n–m–2<0, тому для визначення коефіцієнтів πi, i=0, 1, 
2 характеристичного полінома Q(p) застосуємо формулу (10). Тоді: π0=s2+α1, 
π1=s1+α0, π2=s0.  
Якщо врахувати відповідні значення s0, s1 і s2 та α0 і α1, то отримаємо 
 
     22 1 01 .Q p kC T p kC p kC                    (16) 
 
Звичайно, у цьому простому випадку характеристичний поліном (16) можна 
було б отримати безпосередньо із передавальної функції (12). Розроблений алго-
ритм визначення характеристичного полінома проявляє свою перевагу над спо-
собом перемноження поліномів (розкриттям дужок) у тих випадках, коли маємо 
високі степені поліномів чисельника і знаменника передавальної функції (3). 




















Звідси знаходимо, що 
 
 0 1 2 1,p p     
 
0 1 2 2.p p    
 
З врахуванням значень π0, π1 і π2, отримали такі співвідношення: 
 
    2 1 2 1 1 ,kC T p p kC      
 
 2 1 2 0.kC T p p kC                    (17) 
 
Маємо два рівняння і три невідомих. Одне із них можемо вибрати довіль-
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                     (19) 
 
Таким чином, формули (18) і (19) дають змогу визначити параметри нала-
штування ПІ-регулятора шляхом відповідного розміщення коренів p1 і p2 харак-
теристичного рівняння на комплексній p-площині. Очевидно, що для забезпе-
чення стійкості системи корені p1 і p2 повинні бути лівими. 
Допускаємо, що 1p j     і 2 ,p j     де α>0 і ζ>0. Тоді, як це ви-
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                          (21) 
 
У більшості випадків перехідний процес можна вважати закінченим, якщо 
затухне складова перехідного процесу, яка визначається ступеню стійкості η. Це 








 Звідси знаходиться: ζ=μη. 
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                        (23) 
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Був проведений числовий експеримент. У програмному середовищі 
MatLab (The MathWorks, США) створена програма побудови перехідної харак-
теристики системи при одиничній стрибкоподібній вхідній дії. Параметри пе-
редавальної функції системи були такими: k=2,5; T=12 c; tp=18 c, а значення C0 і 
C1 обчислювались за формулами (22), (23). 
Результати числового експерименту відображають табл. 1. 
 
Таблиця 1  








вання, σ, % 
Час регулю-
вання, tp, c 
0,2 0,35 3,00 2,64 28,32 
0,4 0,19 1,50 4,04 29,12 
0,6 0,15 1,00 6,30 28,64 










Аналіз табл. 1 показує, що синтезована система автоматичного керування 
забезпечує задовільну якість керування – значення перерегулювання не пере-
вищує допустимі норми. Час регулювання дещо перевершує задане значення. 
Це пояснюється тим, що (24) є наближеною. 
 
5. 2. 2. Передавальна функція об’єкта другого порядку 
Тепер розглядається складніший випадок. Нехай передавальна функція 
об’єкта керування є такою: 
 









                  (25) 
 
Динамічні властивості регулятора характеризує передавальна функція (2). 
Характеристичне рівняння замкненої системи запишемо у вигляді співвідно-
шення (7). Оскільки n=2, то співвідношення (7) буде поліномом третьої степені: 
 
  3 20 1 2 3.Q p p p p                        (26) 
 
Далі знаходяться коефіцієнти полінома (26). Ліва частина нерівності (9) 
при n=2 і m=1 набуде від’ємного значення. Тому значення πi, i=0, 1, 2, 3 обчис-
люються за формулою (10). Маємо 
 
0 3 2 ,s     1 2 1,s     2 1 0 ,s     3 0 ,s   
 
де 0 0 0 ,s С   1 0 1 1 0 ,s С С     2 1 1 2 0 ,s С С     3 2 1.s С   
Оскільки β0=b1, β1=b0; α0=a2, α1=a1, α2=a0, то  
 
0 2 0 0 ,С b a    
 
1 1 0 2 1 1,С b С b a     
 
2 0 0 1 1 2 ,С b С b a     
 
3 0 1.С b   
 
Співвідношення (11) для полінома третього порядку мають вигляд: 
 
 0 1 2 3 1,p p p      
 
 0 1 2 1 3 2 3 2 ,p p p p p p      
 







З врахуванням значень πі, i=0, 1, 2, 3, отримано  
 
    2 0 0 1 2 3 1 0 2 1 1 ,С b a p p p С b С b a        
 
  2 0 0 1 2 1 3 2 3 0 0 1 1 2 ,С b a p p p p p p С b С b a                    (27) 
 
 2 0 0 1 2 3 0 1.С b a p p p С b    
 
Допустимо, що один корінь полінома (26) лівий і дійсний, а два інших ліві 
і комплексно-спряжені: p1=–αc, 1, p2=–αc, 2+jζc, 2, p3=–αc, 2–jζc, 2. Тоді 
 
1 2 3 ,1 ,22 ,с сp p p       
 
2 2
1 2 1 3 2 3 ,1 ,2 ,2 ,22 ,с c c cp p p p p p          
 
 2 21 2 3 ,1 ,2 ,2 .с c cp p p       
 
Отримані результати дають змогу записати систему рівнянь (27) у такому 
вигляді: 
 
  2 0 0 ,1 ,2 1 0 2 1 12 ,с сС b a С b С b a        
 
  2 22 0 0 ,2 ,2 ,1 ,2 0 0 1 1 22 ,c c с cС b a С b С b a                       (28) 
 
  2 2,1 2 0 0 ,2 ,2 0 1.с c cС b a С b       
 
Отримали систему із трьох лінійних алгебраїчних рівнянь з трьома невідо-
мими. Із останнього рівняння системи (28) визначено 
 




c cС С b a
b

                      (29) 
 
Значення C0 підставимо в друге рівняння системи (28). У результаті буде-
мо мати систему із двох рівнянь з двома невідомими 
 
  2 0 0 ,1 ,2 1 0 2 1 12 ,с сС b a С b С b a        
 
     2 2 2 202 0 0 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1 2 0 0 ,2 ,2 1 1 2
1
2 .c c с c с c c
b
С b a С b a С b a
b






Після очевидних алгебраїчних перетворень, здійснюється перехід до такої 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь: 
 
11 1 12 2 1,A С A С B                     (30) 
 
21 1 22 2 2.A С A С B                       (31) 
 
де A11=–b0; A12=(αc, 1+2αc, 2)b0–b1: 
2
12 1 ;A b   
 
    2 2 2 222 0 1 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1 0 ,2 ,22 ;c c с c с c cA b b b              
 
 1 1 0 ,1 ,22 ;с сB a a       
 
    2 2 2 22 0 ,1 0 ,2 ,2 1 2 0 ,2 ,2 ,1 ,22 .с c c c c с cB a b b a a              
 
Розв’язавши систему рівнянь (30), (31), знаходиться: 
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За відомим значенням C2 знаходиться C0 за формулою (29). 
Наступний крок в обчисленні параметрів налаштування регулятора – вибір 
значення коренів характеристичного рівняння таким чином, щоб, по-перше, си-
стема була б стійкою, а по-друге, система повинна мати бажані показники якос-
ті процесу керування.  
Перша умова виконується автоматично способом розміщення коренів ха-
рактеристичного рівняння в лівій напівплощині p-площини.  
Для формування умов виконання другої вимоги розглянемо p-площину 
(рис. 3), на якій розміщені корені характеристичного полінома (24). 
 
 
a     б 
 







Нехай між значеннями αc,1 і αc,2 (рис. 3) існує таке співвідношення: 
 
,2 ,1.c ck                        (32) 
 
При kα>1 ближчим до уявної осі Imp буде дійсний корінь (рис. 3, а), а в 
тому випадку, коли kα<1 (рис. 3, б) – комплексно-спряжений корінь. Як і рані-




































Нехай параметри передавальної функції (25) були взяті такими: b0=4, b1=7; 
a0=20, a1=6, a2=1. Інші параметри були такими: kα=1,2 і kα=0,8, tp=20, χ=0,05. 
Для значень ступені коливальності µϵ{0,2; 0,4; 0,6; 0,8} за допомогою про-
грамного забезпечення, створеного в програмному середовищі MatLab, побудо-
вані графіки перехідних характеристик системи при одиничній стрибкоподібній 
вхідній величині (рис. 4). Оскільки для даного випадку kα>1, то найближчим до 









Рис. 4. Перехідні характеристики системи при kα=1,2 
 
Із рис. 4 видно, що збільшення ступені коливальності μ тягне за собою збі-
льшення перерегулювання (табл. 2). 
Для того випадку, коли kα=0,8 (kα<1), побудовані перехідні характеристики 
системи для різних значень µ (рис. 5). Це той випадок, коли найближчим до уя-
вної осі є лівий комплексно-спряжений корінь. 
 
Таблиця 2  
Значення параметрів налаштування ПІ-регулятора та показників якості процесу 
керування при kα=0,9  
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 0,0125 0,0358 0,4218 2,0598 54,2400 
0,4 0,0250 0,0418 0,4172 12,6662 54,2400 
0,6 0,0375 0,0518 0,4097 20,9134 74,6400 
0,8 0,0498 0,0658 0,3992 27,8766 80,4000 
 
Аналіз отриманих результатів (табл. 2) показує, що при kα<1 збільшується 







при kα=1,2 до 27,8766, тобто приріст σ склав 10,2 %. При цьому збільшився і 




Рис. 5. Перехідні характеристики системи при kα=0,9 
 
5. 2. 3. Передавальна функція об’єкта третього порядку 
Застосуємо розроблений метод визначення параметрів налаштування регу-
лятора з передавальною функцією (2), коли об’єкт (рис. 1) характеризується та-
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                 (33) 
 
Використовуючи раніше розроблений алгоритм, знайдемо характеристич-
ний поліном системи, яка зображена на рис. 1. Степінь такого полінома, дорів-
нюватиме чотирьом. Отже, 
 
  4 3 20 1 2 3 4.Q p p p p p                         (34) 
 
Оскільки n=3, m=2, то n–m–2<0. Тому значення πi, i=0,...,4 знаходяться за 






0 2 0 0 ,C b a     
 
1 1 0 2 1 1,C b C b a      
 
2 0 0 1 1 2 2 2 ,C b C b С b a       
 
3 0 1 1 2 3,C b C b a     4 0 2.C b   
 
Застосувавши теорему Вієте до полінома (34), отримано систему рівнянь, 
яка пов’язує корені полінома (34) з його коефіцієнтами 
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Корені характеристичного полінома (34), які є функціями параметрів на-
лаштування регулятора (рис. 1), можна різними способами розмістити в ліній 
напівплощині p-площини. Як варіант, можна припустити, що є два дійсних і два 




Рис. 6. Розміщення коренів полінома (34) на p-площині 
 
Між коренями характеристичного полінома (34) встановлюються такі спів-
відношення: 
 








αc, 3=kα, 1αc, 1. 
 
Ступінь коливальності системи обчислимо, як відношення уявної частини 










З врахуванням значення αc,3, ζc, 3=μkα, 1αc, 1 
Вибираючи певні значення kα і kα,1 можна отримати бажане розміщення ко-
ренів полінома (33) на комплексній p-площині. 
Для розміщення коренів, як це зображено на рис. 6, обчислюються такі 
значення: 
 
 1 2 3 4 ,1 ,12 1 ,cp p p p k k         
 
    
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4
2 2 2
,1 ,1 ,12 1 1 ,c
p p p p p p p p p p p p
k k k k   
     
      
 
 
   
1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4
3 2
,1 ,1 ,12 1 1 ,c
p p p p p p p p p p p p
k k k k   
   
     
 
 
 4 2 21 2 3 4 ,1 ,1 1 .cp p p p k k      
 
Враховуючи значення лівих частин системи рівнянь (34), отримано такі 
співвідношення: 
 
 0 ,1 ,1 12 1 ,c k k        
 
    2 2 20 ,1 ,1 ,1 22 1 1 ,c k k k k                           (36) 
 
   3 20 ,1 ,1 ,1 32 1 1 ,c k k k k            
 
 4 2 20 ,1 ,1 41 .c k k        
 
З врахуванням значень πi, 0,3,i   система рівнянь (36), набуде такого ви-
гляду: 
 







      2 2 2,1 2 0 0 ,1 ,1 0 0 1 1 2 2 22 1 1 ,c C b a k k k k C b C b С b a               
 
     3 2,1 ,1 2 0 0 ,1 0 1 1 2 32 1 1 ,c k C b a k k k C b C b a             
 
  4 2 2,1 ,1 2 0 0 0 21 .c k k C b a C b       
 
Після очевидних перетворень, отримаємо: 
 
11 0 12 1 13 2 1,A C A C A C B    
 
21 0 22 1 23 2 2 ,A C A C A C B    
 
31 0 32 1 33 2 3,A C A C A C B    
 
41 0 42 1 43 2 4 ,A C A C A C B                    (37) 
 
де A11=0; A12=b0; 
 












 4 243 ,1 ,1 0 1 ;cA k k b      
 
 1 1 0 ,1 ,12 1 ;cB a a k k       
 
    2 2 22 2 0 ,1 ,1 ,12 1 1 ;cB a a k k k k            
 








 4 24 0 ,1 ,1 1 .cB a k k       
 
Аналіз системи рівнянь (37) показав, що умова (13) не виконується і вона є 
несумісною. Одним із можливих варіантів розв’язання перевизначеного рів-




,J C AC B                     (38) 
 




* ,T TC A A A B





 0 1 2, , .
TC C C C  
 
Слід відзначити, що програмний продукт MatLab вміщує вбудовану функ-
цію lsqr, яка використовує ітераційні процедури, які засновані на бідіагоналіза-
ції Голуба та Кахана [17], який еквівалентний методу спряжених градієнтів, але 
має кращу збіжність. Метод генерує послідовність наближень шуканих змінних 
таку   ,kC  що залишкова нев’язка 
2
,kr  де k kr B AC   монотонно зменшуєть-
ся. По суті, вбудована функція lsqr генерує псевдорозв’язок рівняння (37) у фо-
рмі, що аналогічний формулі (39), різниця лише у тому, що така вбудована фу-
нкція зорієнтована на розв’язання систем лінійних рівнянь великої розмірності. 
Інший підхід до розв’язання системи рівнянь (37) – пошук поправочної ма-
триці A  до правої частини матричного рівняння 
 
,AC B                     (40) 
 
такої, щоб система рівнянь  
 
  ,A A C B    
 
була б сумісною, а матриця ΔA відповідала критерію «малості» [17].  
У такій постановці задачі неясно, які значення повинні набути елементи 
матриці ΔA, щоб задовольняти критерію «малості». Крім того, якщо rang(a)<n, 
то задача корекції не має розв’язку.  
















b kj lj b j
k l j





                  (41) 
 
де ak0=Bk, al0=Bl, Cb0=–1, Cbj=Cj–1, j=1,2,3, akl – елементи матриці A, , 1, .k l m  
Введемо такі позначення:  
0
0 0 ,kl k la a    
 1
1 1,kl k la a    
 2
2 2 ,kl k la a   …, 
  ,
j




kl kna a    Оскільки n=3, то  
 













                    (42) 
 
де 
        0 1 2 3, , , ;
T
kl kl kl kl kl        0 1 2 3, , , .
T
b b b b bC С С C C  
Суть виразу (41) у тому, що формуються нев’язки  
 
1 0 2 1 3 2 ,k k k k kz a C a C a C B     
 








k l kj lj b j
j
z z a a C

    n=3 
 
Сума квадратів різниці нев’язок zk–zl приводить до виразу (41). 
Мінімізуємо  2J C  за шуканими величинами Cb1, Cb2, Cb3, використавши 










 j=1, 2, 3. 
 
У результаті прийдемо до такої системи лінійних рівнянь: 
 









    1, ,j n  n=3.                 (43) 
 
Для порівняння ефективності обчислення параметрів ПІД-алгоритму за фор-
мулою (39) і шляхом розв’язання системи лінійних алгебраїчних рівнянь (43) у 







Для значень a0=6, a1=4, a2=7, a3=1: b0=1, b1=3, b2=5. Параметри характери-
стичного полінома передавальної функції (34) об’єкта вибрано такими, щоб ви-
конувались умови стійкості. Ступінь стійкості η=αc,1 взято із умови, що значен-
ня αc,1 буде знаходитись лівіше від полюса передавальної функції (33), який є 
ближчим до уявної осі p-площини. При врахуванні вибраних значень парамет-
рів характеристичного полінома передавальної функції (33), найближчий полюс 
до уявної осі набуде такого значення: p1=–0,1532. Тому вибрали αc,1=0,9. Інші 
значення алгоритму були такими: kα=1,25, kα,1=1,4. Значення ступені μ колив-
ності взяті такими, щоб замкнена система (рис. 1) була б стійкою – 
µϵ{0,2;0,4;0,6;0,8}. 
Спочатку обчислили параметри ПІД-алгоритму за формулою (39), яка ви-
значає псевдорозв’язок рівняння (40). Результати розрахунків зображено на 




Рис. 7. Перехідні характеристики системи, побудовані з використанням форму-
ли (39) 
 
Тепер можуть бути знайдені параметри ПІД-алгоритму як розв’язок систе-
ми рівнянь (43).  
Графіки перехідних характеристик системи автоматичного керування 








Значення параметрів налаштування ПІД-алгоритму керування та показників 
якості процесу керування (псевдорозв’язок) 
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 1,8502 10,0020 2,9422 18,0940 6,56 
0,4 2,6534 11,7046 4,4507 14,0835 4,88 
0,6 4,3080 15,0451 7,1863 10,1275 4,68 




Рис. 8. Перехідні характеристики системи, яка зображена на рис. 1 
 
У результаті проведених обчислень були отримані параметри налаштуван-
ня ПІД-алгоритму керування та показники якості керування (табл. 4). 
Порівняльний аналіз двох методів розрахунку параметрів налаштування 
ПІД-алгоритму показує, що трансформація початкової задачі до системи рів-
нянь (43) забезпечує кращі показники якості, ніж псевдорозв’язок (39) рівняння 
(40). Так, у першому випадку перерегулювання і час регулювання не переви-










Значення параметрів налаштування ПІД-алгоритму керування та показників 
якості процесу керування при kα=1,25 i kα,1=1,4. 
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 0,6384 14,9563 11,6415 5,3042 3,57 
0,4 1,6535 16,4731 12,1286 5,0910 3,55 
0,6 3,4759 19,1962 13,0030 5,0417 3,42 
0,8 6,3440 23,4819 14,3792 5,1255 3,27 
 
Тепер можна розглянути можливість досягнення сумісності системи рів-
нянь (40) шляхом визначення такого значення αc,1, щоб виконувались умови те-
ореми Кронекера-Капеллі.  
Оскільки ранг матриці A дорівнює трьом, а ранг розширеної матриці 
 A B  – чотирьом, то знайдемо таке значення αc,1, щоб ранг розширеної мат-
риці мав би розмірність 3. Розширена матриця є квадратною розміром 4×4. 
Приймаючи до уваги, що rang(A)=3, а при додаванні до матриці А стовпця В 
отримаємо розширену квадратну матрицю, ранг якої дорівнює чотирьом, то ви-
значник матриці [A|B] буде відмінний від нуля. Визначник розширеної матриці 
буде функцією змінної αc,1. Розкриття визначника розширеної матриці поро-
джує поліном четвертої степені змінної αc,1, прирівнявши його до нуля отрима-
ємо таке алгебраїчне рівняння: 
 
4 3 2
0 ,1 1 ,1 2 ,1 3 ,1 4 0,с с с с                            (44) 
 
де ηi, 0,4i   – коефіцієнти, що визначаються значеннями параметрів передава-
льної функції (33) та значенням коренів p2, p3, p4 характеристичного рівняння 
(34) замкненої системи.  
Допустимо, що серед коренів рівняння (44) є декілька додатних. Проведені 
обчислювальні експерименти показали, що вибір значення αc,1, яке забезпечує 















                      (45) 
 
Умова (45) вибрана із міркувань забезпечення стійкості системи автомати-
чного керування, структурна схема яка зображена на рис. 1. 
Результат обчислення параметрів налаштування ПІД-алгоритму за розроб-
леним методом відтворює рис. 9 і табл. 5. 
Тепер допустимо, що b0=0. Інші параметри передавальної функції (33) бу-
ли такими: b1=3, b2=1; a0=6, a1=4, a2=7, a3=1. Параметри передавальної функції 






співвідношення: a1a2–a0a3>0. Параметри, за значеннями яких можна змінювати 




Рис. 9. Перехідні характеристики системи, отримані з використанням умови (43) 
 
Таблиця 5 
Значення параметрів налаштування ПІД-алгоритму керування та показників 
якості процесу керування при kα=1,25 і kα,1=1,4 
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 20,0825 38,7476 21,9305 4,3549 2,87 
0,4 24,6923 45,2681 24,2164 4,1443 2,75 
0,6 34,9573 60,1487 29,5614 3,6241 2,53 
0,8 60,0640 97,8943 43,6146 2,6198 1,28 
 
Проведені обчислювальні експерименти показали, що при визначенні па-
раметрів ПІД-алгоритму треба враховувати не тільки сумісність системи рів-
нянь (40), але й вимоги до стійкості системи автоматичного керування. При та-
кому комплексному підході до вирішенні задачі обчислення параметрів налаш-
тування ПІД-алгоритму необхідно вибирати той метод, який перш за все забез-







Застосування методу трансформації системи рівнянь (40) до сумісного ви-
гляду, показало, що лівий корінь – αc,1 знаходиться близько до уявної осі, що 
по-перше, не забезпечується необхідний запас стійкості системи, а по-друге 
значення параметру налаштування C0 близьке до нуля. Таке мале значення C0 
спричиняє недопустиму велику статичну похибку керування. 
Тому для обчислення параметрів налаштування ПІД-алгоритму був вибра-
ний метод, який ґрунтується на розв’язанні системи рівнянь (43). 
Найближчим до уявної осі був дійсний лівий корінь |αc,1|=0,9. 
Для множини значень ступені коливальності µϵ{0,2;0,4;0,6;0,8}, були об-
числені значення параметрів алгоритму керування та визначені показники якос-
ті процесу керування (табл. 6). 
 
Таблиця 6 
Значення параметрів налаштування ПІД-регулятора та показників якості проце-
су керування при kα=0,6 і kα,1=1,4 
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 7.1794 9.9807 6.8063 8.7975 4.15 
0,4 7.6444 10.2079 6.5755 10.2172 4.07 
0,6 8.4196 10.5866 6.1909 12.8001 3.90 
0,8 9.5048 11.1167 5.6525 17.0439 3.62 
 
Перехідні характеристики замкненої системи автоматичного керування 
(рис. 1) при одиничній стрибкоподібній вхідній величині u(t) зображені на рис. 10. 
Аналіз отриманих результатів показує, що перехідний процес в системі ав-
томатичного керування є коливальним, що пояснюється наявністю пари лівих 
комплексно-спряжених коренів. 
Розглянемо випадок, коли b0=b1=0, а b2=k, де k – коефіцієнт передачі 
об’єкта. Для даного випадку Система рівнянь (37) набуде такого вигляду: 
 
 ,1 0 ,1 12 1 0,c a k k a       
 
    2 2 22 2 ,1 0 ,1 ,1 22 1 1 ,cС b a k k k k a               (46) 
 
   3 21 2 ,1 ,1 0 ,1 32 1 1 ,cC b k a k k k a           
 









Рис. 10. Перехідні характеристики системи при kα=1,25 і kα,1=1,4 
 
Перше рівняння системи (46) не вміщує шуканих величин C0, C1 і C2. Це 
означає, що значення величин kα і kα,1, які визначають розміщення коренів p2, p3 
і p4 на p-площині (рис. 6), не можна вибирати довільно; одна із них kα або kα,1 
залежить від іншої. Допустимо, що вибрана величина kα,1. Тоді із першого рів-














Величина kα визначає положення кореня p2 на p-площині. Для забезпечення 
стійкості системи автоматичного керування (рис. 1) корінь p2 повинен бути лі-











 Остання умову можна задоволь-
нити певним вибором значення αc,1. 
З інших рівнянь системи (46) знаходимо 
 














    3 21 ,1 ,1 0 ,1 3
2
1
2 1 1 ,cC k a k k k a
b
           
 
     2 2 22 ,1 0 ,1 ,1 2
2
1
2 1 1 .cС a k k k k a
b
            
 
Для вибраних значень a0=3, a1=8, a2=2, a3=1; k=5, αc,1=0,4, kα,1=1,2 за до-
помогою програмного забезпечення, створеного в середовищі MatLab, при зна-
ченнях µϵ{0,2;0,4;0,6;0,8}, побудовані графіки перехідних процесів (рис. 11) та 
визначені показники якості процесу керування (табл. 7). 
 
Таблиця 7 
Значення параметрів налаштування ПІД-алгоритму керування та показників 
якості процесу керування при kα,1=1,2 
Ступінь коли-
вальності, µ 
Параметри налаштування Показники якості керування 
C0, c
-1 C1 C2, с 
Перерегулю-
вання, σ, % 
Час регулювання, 
tp, c 
0,2 0,0751 0,3464 1,0404 0 18,87 
0,4 0,0838 0,3747 1,0570 0 17,87 
0,6 0,0983 0,4219 1,0846 2,38 16,38 
0,8 0,1185 0,4880 1,1234 7,07 14,75 
 
На завершення, може бути розглянуто випадок, коли корені характеристи-
чного полінома (34) дійсні числа, що розміщені у лівій напівплощині p-
площини, а передавальна функція об’єкта описується формулою (33). Як і ра-
ніше, вважаємо, що між коренями характеристичного рівняння існують такі 
співвідношення: p1=–αc,1, p2=–kααc,1, p3=–kα,1αc,1, p4=–kα,2αc,1, де αc,1>0, kα>0, 
kα,1>0, kα,2>0. 
Тепер система рівнянь (36) набуде такого вигляду: 
 
 1 0 2 1 0 ,1 1 0 ,1 1 1,с сC b C b b q a q a       
 
 2 20 0 1 1 2 2 0 ,1 2 0 ,1 2 2 ,c cC b C b С b b q a q a                      (47) 
 
3 3
0 1 1 2 2 0 ,1 3 0 ,1 3 3,c cC b C b C b q a q a       
 
4 4
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Рис. 11. Перехідні характеристики системи автоматичного керування (рис. 1) 
 




Елементи матриці A і вектора B є такими: 
 
11 0,A   12 0 ,A b  13 1 0 ,1 1;сA b b q    
 
21 0 ,A b  22 1,A b  
2
23 2 0 ,1 2;cA b b q    
 
31 1,A b  32 2 ,A b  
3








41 2 ,A b  42 0,A   
4
33 0 ,1 4.cA b q    
 
1 0 ,1 1 1,сB a q a    
 
2
2 0 ,1 2 2 ,cB a q a    
 
3




0 ,1 4.ca q  
 
Отже, маємо прямокутну матрицю розміром n×m, де n=4 і m=3. Оскільки 
виконується умова n>m, то система рівнянь (47) є перевизначеною [20]. На 
рис. 10 зображені перехідні характеристики замкненої системи (рис. 1) для та-
ких даних: a0=6, a1=4, a2=7, a3=7: b0=1, b1=3, b2=5. Параметри алгоритму kα, 
kα1, kα2, які визначають положення коренів на p-площині були такими: kα=1,1, 
kα1=1,2, kα2=1,3. Значення αc,1 вибиралось із множини αc,1ϵ{0,9;0,8;0,7}.  
Параметри налаштування ПІД-алгоритму керування розраховані шляхом 
розв’язування системи алгебраїчних лінійних рівнянь (47) за допомогою вбудо-
ваної функції lsqr, яка входить до програмного забезпечення MatLab [21]. Пере-










Таким чином, отримані результати підтверджують можливість визначення 
параметрів налаштування регуляторів за розміщенням коренів характеристич-
ного полінома на комплексній p-площині.  
 
6. Обговорення результатів досліджень щодо розрахунку параметрів 
налаштування ПІД-регуляторів методом розміщення полюсів на р-
площині 
Одному із можливих напрямків пошуку розв’язання проблеми визначення 
параметрів налаштування ПІД-регуляторів є метод, який ґрунтується на узагаль-
неній теоремі Вієта, що дає змогу звести сформовану задачу звести до розв’язання 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь, що є суттєвою перевагою над методами, 
розв’язання яких спирається на методи нелінійного програмування [6–9].  
У тому випадку, коли передавальна функція об’єкта керування має перший 
і другий порядок, задача визначення параметрів налаштування ПІД-регулятора 
вирішується однозначно, як розв’язки систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
(17) і (27).  
Якщо передавальна функція системи автоматичного керування має третій і 
вище порядок, то отримаємо перевизначену систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь, яка у загальному вигляді не має однозначного розв’язку. Лише у тому ви-
падку, коли виконуються умови теореми Кронекера-Капеллі, можна отримати 
розв’язок системи алгебраїчних рівнянь відносно параметрів налаштування 
ПІД-регулятора. Для передавальної функції об’єкта третього порядку виконан-
ня умови теореми Кронекера-Капеллі можна добитись шляхом вибору ступені 
стійкості системи. Такий метод розрахунку параметрів налаштування ПІД-
регулятора не завжди гарантує досягнення необхідних показників якості проце-
су керування.  
Іншими альтернативами можуть бути пошук псевдорозв’язку перевизначе-
ної системи лінійних алгебраїчних рівнянь або метод, який забезпечує мінімум 
критерію (42).  
Зроблені висновки ґрунтуються на проведених числових експериментах, 
результати яких оформлені у вигляді табл. 1–6. Якість процесу керування ви-
значалась шляхом побудови графіків перехідних характеристик (рис. 2–12).  
Аналіз отриманих результатів показує, що перерегулювання і час регулю-
вання знаходяться в допустимих межах (перерегулювання не перевищує 30 %).  
Подальші дослідження з визначеної тематики передбачається здійснювати 
у напрямку визначення параметрів налаштування промислових регуляторів для 
багатозв’язних систем. 
 
7. Висновки  
1. Запропоновано концепцію методу розрахунку параметрів налаштування 
ПІД-регуляторів. Показано, що для передавальних функцій об’єкта керування 
першого і другого порядку задача має однозначний розв’язок. У тому випадку, 
коли порядок передавальної функції об’єкта керування має третій і вище поря-
док отримуємо перевизначену систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 







ди розрахунку параметрів налаштування ПІД-регуляторів. Вибір відповідного 
методу здійснюється з рахуванням вимог до стійкості системи автоматичного 
керування та якісних показників процесу керування. 
2. Розроблена процедура, яка дає змогу в ітеративному режимі вибрати не-
обхідний метод розв’язання задачі, виходячи із порядку передавальної функції, 
вимог до стійкості системи та показників процесу керування. Оцінена ефектив-
ність методу розрахунку параметрів налаштування ПІД-регуляторів для заданої 
множини передавальних функцій об’єкта. За перехідними характеристиками 
системи автоматичного керування визначені показники процесу керування: пе-
ререгулювання і час регулювання. За результатами імітаційного моделювання 
для заданого класу передавальних функцій об’єктів встановлено, що перерегу-
лювання лежить в межах від 0 до 27,9 %, що відповідає встановленим нормам. 
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